Sistemas de ecuaciones lineales con SisEcuac 2.1.

1. Introduccion.

SisEcuac 2.1 es un programa para resolver sistemas de ecuaciones lineales paso a paso,
mediante dos métodos: la regla de Cramer y el método de Gauss. El programa le
presentard todas las operaciones en pantalla como si Ud. estuviese resolviendo el
gjercicio a mano.

En general, un sistema con m ecuaciones lineales y n incognitas puede ser escrito en
forma ordinaria como:

A1 T+ QuaTet+ -+ AT, = b
(o1 T1+  fegZot+ - -+ dapdy = b
A1 T1+  Apodet+ -+ Appln = bm

donde xy,...,x, son las variables incognitas, los valores a;; € F son los coeficientes

del sistema sobre el cuerpo F[= R,C, ...] , mientras que by, ..., b,, son los términos
independientes.

Tanto a;; como by, ...,b, pueden ser niimeros o parametros o expresiones tanto

lineales como no lineales, dado que la linealidad debe ser inicamente sobre las variables
incognitas.

Ejemplos:
a;; = [5a + sen(b)]; a; =2; bj=c-d?

Obsérvese que las expresiones de los ejemplos, en ultima instancia, son niimeros en R
pues no existen incognitas, por lo que se mantiene la linealidad.

SisEcuac 2.1 presenta 2 limitaciones:
e Maiéximo 15 caracteres por cada celda en matrices.
e Maximo de 5 variables por celda. Ejemplo: a+b+c+d+e es valido, pero
atb+c+d+e+f no lo es.
Obviamente alguna de las variables incognitas de xq,...,x, puede no existir en la
expresion del sistema, con lo que tampoco existira su coeficiente asociado de la matriz

[M] .

Es posible reescribir el sistema separando con coeficientes en notacion matricial:
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donde:

e la 1* matriz [M] es la de los coeficientes del sistema.
e la 2* matriz {X} (vector columna) es la de las variables del sistema.
e la 3* matriz {Ind} (vector columna) es la de los términos independientes.

Esta forma matricial puede expresarse también en forma reducida como:
[M]{X} = {Ind}

Se llama matriz ampliada My, a la que incluye la matriz de coeficientes y al vector de
términos independientes:

ayy Qi -+ Gy by
Gyy Gz -+ Gzp by
_H'm.l L0 et rin bm

Una matriz es cuadrada si cumple que m = n 'y entonces se dice que es n x n.

Una matriz es regular, si su determinante es no nulo.

Una matriz es singular, en caso contrario, si su determinante es nulo. Este tipo de matriz
no admite inversa.

En definitiva un sistema es lineal si cumple las condiciones de linealidad:
e todas las variables estan elevadas a la potencia 1.
e 1o se multiplican ni dividen entre si las variables, ni estan dentro del argumento
de otras funciones matematicas: trigonométricas, logaritmicas, etc.
e pueden contener pardmetros que multiplican o dividan a cada una de las
variables.

Ejemplo de un sistema lineal:

ax—-y+z—t=0

x—y—3z+t=0
2x—by+z-2t=0

x+y—bz+t=0



Ejemplo de un sistema no lineal:

(ayx? —¥+tln(z)—sin(t) =0
x—y—3z+t=0
2x—by+z-2t=0
x+y—bz+t=0

2. Tipos de sistemas.

Los sistemas de ecuaciones se pueden clasificar segiin el nimero de soluciones que
puedan presentarse. De acuerdo con ese caso se pueden encontrar los siguientes casos:

o Sistema incompatible: si no tiene ninguna solucion.
e Sistema compatible: si tiene alguna solucion, en este caso ademdas puede
distinguirse entre:
o Sistema compatible determinado cuando tiene un numero finito de
soluciones.
o Sistema compatible indeterminado cuando admite un conjunto infinito
de soluciones.

También se pueden clasificar, segun sean los términos independientes en:
e Sistema no homogéneo: los términos del vector columna {Ind} son no todos

nulos.
e Sistema homogéneo: los términos del vector columna {Ind} son todos nulos.

En base a la primera forma de clasificarse, vamos a establecer las condiciones
matematicas para que se encuadre todo sistema de ecuaciones lineal. Como se va a ver,
habra que separar entre los dos tipos de sistemas: homogéneos y no homogéneos.
Ademas, habra de tenerse en cuenta si la matriz es cuadrada o no.
Sistema incompatible.

= Sistemas no homogéneos.

Si llamamos (M) al rango de M y r(Mamp) al rango de la matriz ampliada M ,;,,,,

la condicion necesaria y suficiente para que un sistema no homogéneo sea
INCOMPATIBLE es que debe verificar:

Sistema no homogéneo incompatible (mxn) & (M) <r(Mgmy)
Para matrices cuadradas, se cumple la siguiente condicion suficiente:

Sistema no homogéneo incompatible (nxn) - |M| =0



Obsérvese que por no cumplirse la condicién necesaria, a priori, no sabremos la
incompatibilidad en este tipo de sistemas si Unicamente tenemos el dato del
determinante.

. Sistemas homogéneos.

Ningun sistema homogéneo es incompatible.

Sistema compatible determinado.
= Sistemas no homogéneos.

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema no homogéneo sea
COMPATIBLE DETERMINADO es que debe verificar, las condiciones:

Sistema no homogéneo compatible (mxn) & r(M) =r(Mgmp)
Sist. no homogéneo compatible determinado (m x n) & r(M) = n? incognitas
Notese que en matrices m x n se incluyen, por extension, también a las cuadradas.

Como se ve, con la 1? condicion solo sabremos si es compatible, mientras que con la 2°
sabremos si es compatible determinado.

Para matrices cuadradas, exclusivamente, se cumple la siguiente condicion necesaria y
suficiente:

Sistema no homogéneo compatible determinado (nxn) < |[M|+#0
= Sistemas homogéneos.
Para este tipo de sistemas, la solucion es siempre la trivial, es decir:
x;=0Vi=1,..,n
La condicion en matrices m x n (y por extension, las cuadradas) es:
Sist. homogéneo compatible determinado (m x n) & r(M) < n®incégnitas
Para matrices cuadradas, se cumple la siguiente condicion necesaria y suficiente:

Sistema homogéneo compatible determinado (nxn) < |M|+#0



Sistema compatible indeterminado.
= Sistemas no homogéneos.

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema no homogéneo sea
COMPATIBLE INDETERMINADO es que debe verificar, las condiciones:

Sistema no homogéneo compatible (mxn) & r(M) = r(Mgmp)
Sist. no homog. compatible indeterminado (m x n) & r(M) < n? incégnitas
Notese que en matrices m x n se incluyen, por extension, también a las cuadradas.

Como se ve, con la 1? condicion solo sabremos si es compatible, mientras que con la 2°
sabremos si es compatible indeterminado.

Para matrices cuadradas, exclusivamente, se cumple la siguiente condicion suficiente:
Sistema no homogéneo compatible indeterminado (nxn) —» |M| =0
Obsérvese que por no cumplirse la condicidon necesaria, a priori, no sabremos la
indeterminacion o no del sistema o si es 0 no compatible en este tipo de sistemas si
unicamente tenemos el dato del determinante, dado que también se verifica como hemos

sefnalado antes:
Sistema no homogéneo incompatible (nxn) —» |M| =0

= Sistemas homogéneos.

Para este tipo de sistemas, la solucioén no es la trivial, es decir, existe al menos un x; tal
que:

x;#01i€1l,..,n
La condicion en matrices m x n (y por extension, las cuadradas) es:
Sist. homogéneo compatible indeterminado (m x n) & r(M) = n2incognitas
Para matrices cuadradas, se cumple la siguiente condicion necesaria y suficiente:

Sistema homogéneo compatible determinado (nxn) & |M| =0

3. Casos y discusion del sistema.

Si existen parametros en las matrices del sistema, el sistema se discutira con casos en
funcién de valores de esos parametros. Esto es asi porque el rango de la matriz de
coeficientes y el de la ampliada pueden variar en funcién de los valores que tomen estos
parametros.



Si solo existen valores numéricos, el sistema no presenta casos y tiene solucion unica (si
es compatible).

Nota: el conjunto de programas SisEcuac es © Jos¢ Manuel Gomez Vega. Puede

usarse, y modificarse, pero cualquier version publicada partiendo de ésta, debe ser
consultada con el autor, asi como su distribucion en otros sitios.

Consulten para su aprobacion en:

ingenieroindustrialmecanico@gmail.com

gomezvega@hotmail.com




